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Problemstellung

Die numerische Behandlung von Differential- und
Integralgleichungen fiihrt haufig zu linearen Gleichungssystemen

A-z=y

mit zu bestimmendem Vektor z der Dimension n.
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Problemstellung

Die numerische Behandlung von Differential- und
Integralgleichungen fiihrt haufig zu linearen Gleichungssystemen

A-z=y

mit zu bestimmendem Vektor z der Dimension n.

GauB-Elimination oder LU-Zerlegung:
Aufwand O (n3)
geeignet fiir kleine Systeme.
Iterationsverfahren:

Beispiele: Mehrgitterverfahren, Methode der konjugierten
Gradienten,

Aufwand bestimmt durch Kosten fir A - z.
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Approximation

Anzahl der Eintrdge und somit Aufwand fiir A - x ist O (nz)
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Approximation

Anzahl der Eintrdge und somit Aufwand fiir A - x ist O (nz)

Durch numerische Behandlung entsteht typischerweise ein

Diskretisierungsfehler € > 0.

Deshalb geniigt approximative Matrixdarstellung A mit
14— Al < e

Zu losen ist damit:

Az =b mit |z — 7| <e
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Approximation

Anzahl der Eintrdge und somit Aufwand fiir A - x ist O (nz)

Durch numerische Behandlung entsteht typischerweise ein
Diskretisierungsfehler € > 0.
Deshalb geniigt approximative Matrixdarstellung A mit

”A = AH <e1
Zu losen ist damit:

Az =b mit |z — 7| <e

Speicheraufwand Algebra

Multipol-Methode: O (nlog®n) MVM
Panel-Clustering: O (nlog” n) MVM
‘H-Matrizen: O (nlog”n) MVM, Add., Mult., Inv.
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Numerik mit H-Matrizen

1 Matrix A wird mittels H-Matrix-Algebra invertiert.

2 Berechnung von & = A~1b in einem Schritt.

Aufwand fiir schwach- und vollbesetzte Matrizen: O (nlog?n).
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Numerik mit H-Matrizen

1 Matrix A wird mittels H-Matrix-Algebra invertiert.

2 Berechnung von & = A~1b in einem Schritt.

Aufwand fiir schwach- und vollbesetzte Matrizen: O (nlog?n).

Komplexitat der H-Matrix-Algebra mit groBen Konstanten
verbunden.
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Numerik mit H-Matrizen

1 Matrix A wird mittels H-Matrix-Algebra invertiert.

2 Berechnung von & = A~1b in einem Schritt.

Aufwand fiir schwach- und vollbesetzte Matrizen: O (nlog?n).

Komplexitat der H-Matrix-Algebra mit groBen Konstanten
verbunden.

effizientere Algorithmen, z.B. H-LU-Zerlegung anstelle
‘H-Inversion,

effizientere Approximation, z.B. mittels 7{?-Matrizen,

Parallelisierung der H-Matrix-Algebra
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Clusterbaume

Seien I eine Indexmenge mit |I| = n und A € R'™*!. Fiir die
Naherung A werden Blocke 7 x o C I x I gesucht, in denen A mit
niedrigem Rang approximierbar ist.

Eine Suche in P(I x I) ist zu aufwandig. Deshalb erfolgt eine
hierarchische Zerlegung der Indexmenge I: der Clusterbaum.
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Clusterbaume

Seien I eine Indexmenge mit |I| = n und A € R'™*!. Fiir die
Naherung A werden Blocke 7 x o C I x I gesucht, in denen A mit
niedrigem Rang approximierbar ist.

Eine Suche in P(I x I) ist zu aufwandig. Deshalb erfolgt eine
hierarchische Zerlegung der Indexmenge I: der Clusterbaum.

Clusterbaum
/////,) 01234567

Gebiet

0 1 2 3 4 5 6 7

Parallele Algorithmen fiir 7{-Matrizen ‘H-Matrizen



Einfithrung ‘H-Matrizen Parallele H-Algebra Bemerkungen

Clusterbaume

Seien I eine Indexmenge mit |I| = n und A € R'™*!. Fiir die
Naherung A werden Blocke 7 x o C I x I gesucht, in denen A mit
niedrigem Rang approximierbar ist.

Eine Suche in P(I x I) ist zu aufwandig. Deshalb erfolgt eine
hierarchische Zerlegung der Indexmenge I: der Clusterbaum.

Clusterbaum
/////,) 01234567

[0123] 4567]

Gebiet

0 1 2 3:4 5 6 7
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Clusterbaume

Seien I eine Indexmenge mit |I| = n und A € R'™*!. Fiir die
Naherung A werden Blocke 7 x o C I x I gesucht, in denen A mit
niedrigem Rang approximierbar ist.

Eine Suche in P(I x I) ist zu aufwandig. Deshalb erfolgt eine
hierarchische Zerlegung der Indexmenge I: der Clusterbaum.

Clusterbaum
/////,) 01234567

[0123] 4567]

Gebiet

01] [23] [45] [67]

0 1:2 3'4 5i6 7
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Clusterbaume

Seien I eine Indexmenge mit |I| = n und A € R'™*!. Fiir die
Naherung A werden Blocke 7 x o C I x I gesucht, in denen A mit
niedrigem Rang approximierbar ist.

Eine Suche in P(I x I) ist zu aufwandig. Deshalb erfolgt eine
hierarchische Zerlegung der Indexmenge I: der Clusterbaum.

Clusterbaum
/////,) 01234567

[0123] 4567]

Gebiet

01] [23] [45] [67]

oi1i2i3i4i5i6}7
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Blockclusterbaum

Durch Multiplikation zweier Clusterbdume entsteht der
Blockclusterbaum iiber I x I.

Anstelle des vollstandigen Produktes werden zuldssige Paare (7,0),
mit approximierbarem Matrixblock A € R™*7, zu Blattern.
Standardzuldssigkeit:

min{diam(7), diam(c)} < ndist(7, o)
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Blockclusterbaum

Durch Multiplikation zweier Clusterbdume entsteht der
Blockclusterbaum iiber I x I.

Anstelle des vollstandigen Produktes werden zuldssige Paare (7,0),
mit approximierbarem Matrixblock A € R™*7, zu Blattern.

Standardzuldssigkeit:
min{diam(7), diam(c)} < ndist(7, o)
Clusterbaum Blockclusterbaum

012345 67 Ix1

‘\lOﬂU‘Ibwl\)b—‘O‘
~N O O s W= O
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Blockclusterbaum

Durch Multiplikation zweier Clusterbdume entsteht der
Blockclusterbaum iiber I x I.

Anstelle des vollstandigen Produktes werden zuldssige Paare (7,0),
mit approximierbarem Matrixblock A € R™*7, zu Blattern.

Standardzuldssigkeit:
min{diam(7), diam(c)} < ndist(7, o)

Clusterbaum Blockclusterbaum
- Q012345 67 Ix1
ol [o 0 [ ——
; ; ; / / ‘IoXIo"I()XIlHIlXI()Hllel‘
3¢ |3] 3
4 |4 4
ANt R
HEH 7
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Blockclusterbaum

Durch Multiplikation zweier Clusterbdume entsteht der
Blockclusterbaum iiber I x I.

Anstelle des vollstandigen Produktes werden zuldssige Paare (7,0),
mit approximierbarem Matrixblock A € R™*7, zu Blattern.

Standardzuldssigkeit:
min{diam(7), diam(c)} < ndist(7, o)

Clusterbaum Blockclusterbaum
- 01234567
o] [o] [o g pE— [x1
| I s
N
SR EARgEl 3 \ " Ioo X Io Loo X Ina (o1 X Ino| Tox X Iz
4l 4] |4 4 \\_/
5| N5115] 5
6 6 6 6
7] 7] 7] 1
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Blockclusterbaum

Durch Multiplikation zweier Clusterbdume entsteht der
Blockclusterbaum iiber I x I.

Anstelle des vollstandigen Produktes werden zuldssige Paare (7,0),
mit approximierbarem Matrixblock A € R™*7, zu Blattern.

Standardzuldssigkeit:
min{diam(7), diam(c)} < ndist(7, o)

Clusterbaum Blockclusterbaum
o] o] [o1Lfo] 0012%4567 Tx1
Bk %:é ] __ Mo xTo] Fox Ii] [fo X To] [T X 03]
i % %:% 431 ANEN 0 XYaq]| Zoo X 11|/ Zox < Tio|| Joz x In1
7 7] 71y 7
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Beispiele

Partielle Differentialgl. im R? Randintegralgleichung im R3
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Rank-k-Matrizen

Niedrigrangmatrizen M € R™*™ mit Rang k werden reprasentiert

durch

A-BT mit A e R"™ und B € R"™**.

A
Reduktion des Speicheraufwands von n-m auf k(n+m).
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Rank-k-Matrizen

Niedrigrangmatrizen M € R™ ™ mit Rang k werden reprasentiert
grang g p

durch

A-BT mit A e R und B € R"™**.

A
Reduktion des Speicheraufwands von n-m auf k(n+m).

Produkt ABT - M mit Matrix M besitzt Rang k.
Summe A1 B + A>BY besitzt im allgemeinen Rang 2k.

Daher Approximation der Summe mittels Singularwertzerlegung.
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‘H-Matrix-Algebra

H-Algebra verwendet (rekursive) Algorithmen fiir Blockmatrizen.

Auftretende Additionen zwischen Rang-k-Matrizen werden
approximativ berechnet.

Speicher O (nlogn)
Matrix-Vektor-Multiplikation O (nlogn)
Matrix-Addition O (nlogn)
Matrix-Multiplikation O (nlog®n)
Matrix-Inversion O (nlog?n)

Parallele Algorithmen fiir 7{-Matrizen ‘H-Matrix-Algebra



hrung ‘H-Matrizen Parallele H-Algebra Bemerkungen

Uberblick

Parallele Algorithmen fiir H-Matrizen 13/ 29



Einfithrung ‘H-Matrizen Parallele H-Algebra Bemerkungen

Matrix-Aufbau

Parallelisierung interessant z.B. bei Integralgleichungen, da haufig
aufwandige Quadraturen erforderlich sind.

Verteilung der Blatter im Blockclusterbaum Blatter:
da hier die Arbeit erfolgt. 15—
TN T
s
I
o
1 S
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Matrix-Aufbau

Parallelisierung interessant z.B. bei Integralgleichungen, da haufig
aufwandige Quadraturen erforderlich sind.

Beispielverteilung:

Verteilung der Blatter im Blockclusterbaum
da hier die Arbeit erfolgt.

Mittels LPT bei Giite (3 — ). o

Matrix-Aufbau
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Matrix-Aufbau

Parallelisierung interessant z.B. bei Integralgleichungen, da haufig
aufwandige Quadraturen erforderlich sind.

Verteilung der Blitter im Blockclusterbaum Beispielverteilung:
da hier die Arbeit erfolgt.

Mittels LPT bei Giite (3 — ). o

Aufwand ohne Hierarchie: O <—”";Dg”)

Aufwand mit Hierarchie: O ("I‘;# + n)
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Matrix-Aufbau

Parallelisierung interessant z.B. bei Integralgleichungen, da haufig
aufwandige Quadraturen erforderlich sind.

Verteilung der Blatter im Blockclusterbaum  Stufenweise Verteilung:

da hier die Arbeit erfolgt. 4 “
S

Mittels LPT bei Giite (g — %p). ‘¢ iin
H,

Aufwand ohne Hierarchie: O <—”"1’Dg”)

:F
BE

Aufwand mit Hierarchie: O ("I‘;# + n)

Stufenweise Verteilung reduziert Komplexitat und erhoht Lokalitat.
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Matrix-Aufbau fiir Einfachschichtpotential

10 15 20
Anzahl der Prozessoren
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Matrix-Vektor-Multiplikation

Mit H-Matrix A und z,y € R sei zu berechnen:

A-x=y

Vektoren x;, y; enthalten n/p |
Elemente von = bzw. y.

A; enthalte Matrixblocke von A auf
Prozessor 1.
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Matrix-Vektor-Multiplikation

Mit H-Matrix A und z,y € R sei zu berechnen:

A-xz=y

Vektoren x;, y; enthalten n/p L
Elemente von z bzw. y.

A; enthalte Matrixblocke von A auf
Prozessor 1.

1 Sende z; an alle Prozessoren. O (dsp - n/p)
2 Berechne lokal A;2’ =3/ O ((nlogn)/p)
3 Sende ' und summiere ;. O (Y| + dsh - n/p)

Teilungsgrad dgn: Anzahl von Prozessoren pro Index.

Parallele Algorithmen fiir 7{-Matrizen Matrix-Vektor-Multiplikation
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Verteilung der Matrix

->q:
m e |
e

A H

LPT Stufenweises LPT

:F

Bei ungiinstiger Verteilung von A ist dsp, ~ O (p) und somit der

Aufwand I
0 (n ogn n)
b
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Verteilung der Matrix

EE s Emas e
<H

. i i
H,

A H

LPT Stufenweises LPT

:F

Bei ungiinstiger Verteilung von A ist dsp, ~ O (p) und somit der

Aufwand I
0 (n ogn n)
b

Gesucht ist kompakte Verteilung von A, so dass dg, ~ O (1).
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Parallele H-Algebra

Lastbalancierung mit raumfiillenden Kurven

Hilbertkurve im R?2
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Lastbalancierung mit raumfiillenden Kurven

1] 1 [T
||
0 e
| L L
o
\ 4 i hnallics
_) 1 L[ T
Tl Il v

Rekursive Konstruktion entspricht Blockclusterbaum iiber bindrem
Clusterbaum.

1 Anordnung der Matrixblocke mittels raumfiillender Kurve.

2 Sequenzpartitionierung der so definierten Liste.
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Matrix-Vektor-Multiplikation mit raumfiillenden Kurven

°
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Parallele Algorithmen fiir 7{-Matrizen Matrix-Vektor-Multiplikation 19/ 29



Parallele H-Algebra

Matrix-Vektor-Multiplikation mit raumfiillenden Kurven

Teilungsgrad

19/ 29

Matrix-Vektor-Multiplikation

Parallele Algorithmen fiir 7{-Matrizen



Parallele H-Algebra

Matrix-Vektor-Multiplikation fiir Einfachschichtpotential

15 20
Anzahl der Prozessoren
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Matrix-Multiplikation

Berechnung von
(Aoo A01) ' (Boo 301) _ (Coo Co1>
A An Bio Bu Cio Cu
auf Rechnersystem mit gemeinsamem Speicher

Lastbalancierung auf Menge der Einzelmultiplikationen

{Coo = ApoBoo, Coo = Ao1B1o, Cor = Ao Bo1, -+ ,C11 = A11B11}

Parallele Algorithmen fiir 7{-Matrizen Matrix-Multiplikation
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Matrix-Multiplikation

Berechnung von
(Aoo A01) ' (Boo 301) _ (Coo Co1>
A An Bio Bu Cio Cu
auf Rechnersystem mit gemeinsamem Speicher

Lastbalancierung auf Menge der Einzelmultiplikationen

{Coo = AooBoo, Coo = Ao1B1o, Cor = A Boi, - -+ ,C11 = A11B11}

Mehrere Multiplikationen haben gleiche Zielmatrix.
Dadurch Gefahr von Kollisionen.

Verwendung von Semaphoren reduziert aber parallele Effizienz.

Parallele Algorithmen fiir 7{-Matrizen Matrix-Multiplikation



Parallele H-Algebra

Matrix-Multiplikation

Reduktion der Kollisionen
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Matrix-Multiplikation

Reduktion der Kollisionen
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Matrix-Multiplikation

Reduktion der Kollisionen
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Matrix-Multiplikation

Identifikation von Multiplikationen mit gleicher Zielmatrix

C A B

Lastbalancierung auf Menge der Zielmatrixblocke.

Online-Scheduling: schnelles Verfahren aber nur Giite 2 — ;1).
Offline-Scheduling: Kostenbestimmung sehr aufwandig

Parallele Algorithmen fiir 7{-Matrizen Matrix-Multiplikation
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Matrix-Multiplikation fiir Einfachschichtpotential

10 15 20
Anzahl der Prozessoren
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Matrix-Inversion

Sequentielle GauB-Elimination fiir

Aoo AOl . A&)l aF A0_01A015_1A10A0_01 —AJOIA(HS_I
fiihrt zu ] —1 —il 5
Ao Ann -5 AlOAOO S

S = A1 — Ao Agg Ao,

mit rekursivem Aufruf fiir Agg und A1; bzw. S und Matrix-
Multiplikationen.

Parallele Algorithmen fiir 7{-Matrizen Matrix-Inversion
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Matrix-Inversion

Bemerkungen

Sequentielle GauB-Elimination fiir

(Aoo A()l) fithrt zu (Aaol aF A0_01A013_1A10A0_01 _A(;O;égls_l> :

AlO A11 —S_lAIOA&)l

S = A1 — Ao Agg Ao,

mit rekursivem Aufruf fiir Agg und A1; bzw. S und Matrix-

Multiplikationen.

Benutze parallele Multiplikation (Online- oder Offline-Scheduling).

Diagonale wird strikt sequentiell behandelt.
Komplexitat der Inversion hierdurch:

| 2
@<m+n>
b

Parallele Algorithmen fiir 7{-Matrizen Matrix-Inversion
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Matrix-Inversion fiir Laplace-Gleichung im R3

20
Anzahl der Prozessoren
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hrung ‘H-Matrizen Parallele H-Algebra Bemerkungen

Uberblick

Parallele Algorithmen fiir H-Matrizen 26/ 29



Einfithrung ‘H-Matrizen Parallele H-Algebra Bemerkungen

Gebietszerlegung

Fiir partielle Differentialgleichungen bietet sich die Technik der
Gebietszerlegung an:

Aoo Aoy

{2 0 An Ay
% A= Az Ars

Az Ass

Q Q3 Aso As1 Asp Asz Ass

Bei Inversion lassen sich A;;, Ay ; und A; 5 parallel behandeln.
Dabei tritt Schurkomplement Ay 5 — Zf;ol A):,iA;ilAi; auf.

Mit H-Matrix-Arithmetik ergibt sich im R Aufwand:

(@ (E log? “ -+ pinl_é |ogp|ogn)
p p
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Einfluss der Speicherverwaltung

P 1 4 8 16
SUNmalloc 15305.2 s 4210.3 s 3201.4 s 3536.1 s
MTmalloc 342440 s 3635.6 s 1858.4 s 967.2 s
PTmalloc 185079.4 s 9360.6 s 3404.9 s 1689.2 s

n 4096 16384 65536 262144
SUNmalloc 13.0 s 1158 s 818.0 s 5257.6 s
MTmalloc 13.0 s 117.8 s 024.6 s 8488.3 s
PTmalloc 129 s 1224 s 1268.9 s 30556.7 s

Parallele Algorithmen fiir H{-Matrizen Speicherverwaltung
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Einfluss der Speicherverwaltung

P 1 4 8 16
SUNmalloc 15305.2 s 4210.3 s 3201.4 s 3536.1 s
MTmalloc 342440 s 3635.6 s 1858.4 s 967.2 s
PTmalloc 185079.4 s 9360.6 s 3404.9 s 1689.2 s
Rmalloc 151119 s 3649.5 s 18539 s 954.7 s

n 4096 16384 65536 262144
SUNmalloc 13.0s 1158 s 818.0 s 5257.6 s
MTmalloc 13.0 s 117.8 s 024.6 s 8488.3 s
PTmalloc 129 s 1224 s 1268.9 s 30556.7 s
Rmalloc 129s | 1148s | 800.7s | 50035 s

Parallele Algorithmen fiir 7-Matrizen Speicherverwaltung
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PHI — Parallele H-Matrix Implementierung

Implementierung der parallelen H-Matrix-
Algorithmen fiir Systeme mit gemeinsamem
und verteiltem Speicher.

Verwendung von POSIX-Threads bzw. BSP-
Bibliothek zur Parallelisierung.

Unterstiitzung verschiedener Rechnerarchitekturen:

und Betriebssysteme:

Verfligbar unter
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Einfiihrung ‘H-Matrizen Parallele 7-Algebra Bemerkungen

1 Rang-k-Teilung

2 Rmalloc
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Matrix-Vektor-Multiplikation mit Rang-k-Teilung

Kommunikation dominiert durch groBe Blécke der Dimension O (n)
da Matrixblocke atomare Einheiten der Lastbalancierung bilden.
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Einfithrung ‘H-Matrizen Parallele H-Algebra Bemerkungen

Matrix-Vektor-Multiplikation mit Rang-k-Teilung

Kommunikation dominiert durch groBe Blécke der Dimension O (n)
da Matrixblocke atomare Einheiten der Lastbalancierung bilden.

Aufteilung der Multiplikation y = AB”z bei Niedrigrangmatrizen

int =BTz und y = At.

Kommunikation somit anstelle von O (n) nur noch O (k).
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Einfithrung ‘H-Matrizen Parallele H-Algebra Bemerkungen

Matrix-Vektor-Multiplikation mit Rang-k-Teilung

Zerlegung in Blockspalten und -zeilen jeweils der Dimension
O (n/p). Fiir Matrizen R = AB” Zuweisung der Matrix B zu
Blockspalte bzw. A zu Blockzeile:

{r,,

5= -onl|

1 Multiplikation von t; = BTz; fiir alle Rang-k-
Matrizen.

2 Senden von t; an entsprechende Prozessoren.

3 Multiplikation von y; = At;.
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Matrix-Vektor-Multiplikation mit Rang-k-Teilung

Zerlegung in Blockspalten und -zeilen jeweils der Dimension
O (n/p). Fiir Matrizen R = AB” Zuweisung der Matrix B zu
Blockspalte bzw. A zu Blockzeile:

{r,,

5= -onl|

1 Multiplikation von t; = BTz; fiir alle Rang-k-
Matrizen. O (nlogn + n

2 Senden von t; an entsprechende Prozessoren.

3 Multiplikation von y; = At;.
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Bemerkungen

Matrix-Vektor-Multiplikation fiir Einfachschichtpotential

— S=p
n=389400 (Block)
n = 184040 (Block)
— == n=289400 (Rk)
- n=184040 (Rk)

Anzahl der Prozessoren
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Einfithrung ‘H-Matrizen Parallele H-Algebra Bemerkungen

Rmalloc

1 Jeder Prozessor besitzt eigene Speicherverwaltung:
groBtes Mass an Parallelitat,
Vermeidung von False-Sharing.
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Rmalloc

1 Jeder Prozessor besitzt eigene Speicherverwaltung:
groBtes Mass an Parallelitat,
Vermeidung von False-Sharing.

2 Jeder Speicherblock ist an einen Prozessor gekoppelt:
Vermeidung von unbeschranktem Speicherverbrauch.
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Einfiihrung ‘H-Matrizen Parallele H-Algebra Bemerkungen

Rmalloc

1 Jeder Prozessor besitzt eigene Speicherverwaltung:
groBtes Mass an Parallelitat,
Vermeidung von False-Sharing.

2 Jeder Speicherblock ist an einen Prozessor gekoppelt:
Vermeidung von unbeschranktem Speicherverbrauch.

3 Klassifizierung von SpeichergroBen durch exponentielle Folge:
schnelle Suche nach freien Speicherblocken
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Einfiihrung ‘H-Matrizen Parallele H-Algebra Bemerkungen

Rmalloc

1 Jeder Prozessor besitzt eigene Speicherverwaltung:
groBtes Mass an Parallelitat,
Vermeidung von False-Sharing.

N

Jeder Speicherblock ist an einen Prozessor gekoppelt:
Vermeidung von unbeschranktem Speicherverbrauch.

3 Klassifizierung von SpeichergroBen durch exponentielle Folge:
schnelle Suche nach freien Speicherblocken

Spezielle Verwaltung kleiner Blocke mittels Kontainertechnik:
Zugriff in O (1),
Reduktion des Speicheroverheads.

S
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Rmalloc

1 Jeder Prozessor besitzt eigene Speicherverwaltung:
groBtes Mass an Parallelitat,
Vermeidung von False-Sharing.

N

Jeder Speicherblock ist an einen Prozessor gekoppelt:
Vermeidung von unbeschranktem Speicherverbrauch.

3 Klassifizierung von SpeichergroBen durch exponentielle Folge:
schnelle Suche nach freien Speicherblocken

S

Spezielle Verwaltung kleiner Blocke mittels Kontainertechnik:
Zugriff in O (1),
Reduktion des Speicheroverheads.

5 Dynamische Praallokation von Speicher:
Reduktion von teuren Systemaufrufen.
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H-Multiplikation

Rmalloc

LKmalloc
PTmalloc -

Hoard

Sun

—MTmalloc

3 10
Anzahl der Prozessoren
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Bemerkungen

Fragmentierung

‘H-Inversion

Rmalloc
LKmalloc
PTmalloc -

Hoard ---
Sun ------
MTmalloc
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Anzahl der Prozessoren
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